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1. Einleitung 
Sei q> eine quadratische Form über einem Körper K einer Charakteristik + 2, die 
wir stillschweigend stets als nicht ausgeartet voraussetzen. Ist q> nicht hyper-
bolisch, so betrachten wir zu allen Körpererweiterungen L von K in einem 
Universalkörper, für die <p®L nicht hyperbolisch ist, die Dimensionen der 
Kernformen ker(<p®£) {Kernform = anisotroper Anteil}. Das Minimum dieser 
Dimensionen ist eine 2-Potenz 2d [9, Proposition 6.1], und wir nennen d den 
Grad deg(<p) der Form </>. Einer hyperbolischen Form ordnen wir den Grad oo zu. 
Der Grad von q> hängt ersichtlich nur von der Klasse {<p} von cp im Wittring W(K) 
ab. Wir haben also eine numerische Funktion 
deg: W(K)->Nuoo. 
Die Menge J„(K) aller Klassen {q>} mit Grad erweist sich als ein Ideal des 
Ringes W(K) [loc.cit., Theorem 6.4]. Weil eine nicht hyperbolische Pfisterform 
< l , a 1 >®. . . (g )< l , a l l > sicherlich den Grad n hat, umfaßt Jn(K) die n-tePotenz In{K) 
des Fundamentalideals I(K) der Formen gerader Dimension in W(K) [loc.cit., 
Corollary 6.6]. Dies ist in anderer Formulierung der „Hauptsatz" von Arason und 
Pfister in der Arbeit [3]. 
Für n^2 läßt sich leicht zeigen, daß Jn(K) mit In(K) übereinstimmt [9, 6.2]. 
J3(K) besteht genau aus den Klassen {</>} mit dim<p gerade, Diskriminante d{<p) = 1 
und Cliffordinvariante c(<p)=l [loc.cit., 6.2]. Die Frage, ob das Ideal Jn(K) mit 
In(K) übereinstimmt, ist somit schon für n = 3 offen und vermutlich schwierig. 
Die vorliegende Arbeit ist aus der Beschäftigung mit dieser Frage entstanden. 
Sei deg' die zu der Filtrierung von W(K) durch die Potenzen F(K) gehörige 
Gradfunktion. Wir weisen zunächst nach (§ 2), daß die Funktionen deg und deg' 
„stabil gleich" sind im folgenden Sinne: Z u jeder Form q> gibt es eine 2-Potenz 2l 
mit 
deg(2' x <p)=deg^1 x q>). 
Wir wenden uns dann einer Untersuchung der Ideale J„ selbst zu. Unser Ziel ist, in 
einschlägigen Situationen nachzuweisen* daß die Jn dasselbe Verhalten haben wie 
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die In. Das gelingt uns in § 3 für die Scharlausche Verlagerung : W(L)-+ W(K) zu 
einer endlichen Körpererweiterung L/K und K-Linearform s:L->K (vgl. [13, 
Chapter 7]) und in §4 für die Restklassenabbildungen von W(K) nach W(K/v) zu 
einer beliebigen Krull-Bewertung v auf K mit Restklassenkörper K/v nicht von der 
Charakteristik 2. Für eine henselsche Bewertung können wir im charakteristik-
gleichen Fal l die Ideale Jn(K) aus den Idealen Jn(K/v) berechnen. Insbesondere 
sehen wir, daß bei Übereinstimmung der Jn(K/v) mit den In(K/v) auch die Jn(K) 
mit den In(K) übereinstimmen. 
Aufbauend auf diesen Resultaten zeigen wir in §5 für einen rationalen 
Funktionenkörper K(x) in einer Unbestimmten x, daß die Milnor-Sequenz [13, 
Chapter 9] 
0-+ W(K)-^ W(K(x)) - ^ U 0 W(K[xyp)^01 
p 
für jedes n ^ O eine split-exakte Sequenz 
0-+Jn+1(K)^Jn+ ^ ( x ) ) - ^ - ® J n (K[x] /p ) - ,0 
p 
induziert. Die analogen Sequenzen für die I" finden sich schon bei Milnor [14, 
Lemma 5.7]. Wir beweisen auch für die Formen über dem rationalen 
Funktionenkörper K(xl9...9xr) in mehreren Variablen xl9...9xr eine Gradformel 
(§5, Satz 13). Diese läßt sich als eine sehr weitgehende Verallgemeinerung des 
Normensatzes in [10, §4] auffassen. 
In § 6 führen wir einige wenige Fälle an, in denen sich die Gleichheit von Jn und 
F nachweisen läßt. 
In § 7 befassen wir uns mit dem Phänomen der Graderhöhung einer Form <p 
bei Erweiterung des Grundkörpers K zu dem Funktionenkörper K(xp) oder dem 
Leitkörper oder dem totalen generischen Zerfällungskörper (vgl. [9, § 5]) einer 
weiteren Form xp. Analoge Betrachtungen scheinen für die zu den In gehörige 
Gradfunktion deg' außer Reichweite aller bekannten Methoden zu sein. Somit 
wird hier ein Vorteil der Ideale Jn gegenüber den /" sichtbar. 
A m Ende der Arbeit (§8) studieren wir auch die Graderhöhung von <p bei 
Multiplikation mit einer Pfisterform T. E S war bereits bekannt [9, Proposition 6.9], 
daß 
(*) deg(t®<p)^degT + deg<p 
ist. Wir behandeln jetzt den Fall , d a ß hier Ungleichheit auftritt. 
Wir machen in der vorliegenden Arbeit oft Gebrauch von der Theorie der 
generischen Zerfallung, wie sie in der Arbeit [9] dargestellt wurde. Deshalb 
benutzen wir die dort entwickelte Terminologie, ohne diese hier erneut zu 
erklären. 
Abschließend sei auf zwei Probleme hingewiesen, die uns für eine bessere 
Erkenntnis der Ideale Jn wichtig erscheinen: 
A) Die Ungleichung (*) besagt, daß lmJn in Jm+n enthalten ist. Gi l t sogar 
1 p durchläuft die normierten irreduziblen Polynome in u ° d dp ist die 2. Restklassenabbildung 
zu p 
B) Z u einer quadratischen Erweiterung L = K( j /5 ) hat man bekanntlich ein 
exaktes Dreieck ([1, Satz 2.4], [6, Theorem 2.6]) 
W(L) 
W{K)+—£—W{K). 
Hier ist i die kanonische Abbildung von W(K) nach W(L\ s+ die Verlagerung zu 
der IC-Linearform s:L->K mit s(l)=0, s(]/d) = l und \i die Multiplikation mit der 
Form <1, -d> . Durch i wird Jn(K) nach Jn(L\ durch s+ wird J„(L) nach Jn(K) (vgl. 
§3) und durch \i wird Jn(K) nach J n + 1 ( X ) abgebildet. Ist der so entstehende 
Komplex 
W(K) W(L) W(K) -^J^K^J^L)-*... 
exakt? Die Exaktheit läßt sich bis zur Stelle J3(L) nachweisen, wie in §3 erläutert 
wird. 
2. Stabilitätsbetrachtungen 
Wir bezeichnen mit deg'(<p) den Grad der Form q> über K zu der Filtrierung von 
W{K\ die durch die Ideale In(K) gegeben wird, d.h. deg'((?) = sup{n|<p6/"(£)}. 
Wegen In(K)QJn(K) gilt deg'(<p)^deg(<p). 
Satz 1. Ist dim(<p) = n, 50 gilt 
deg'(2" " 1 x q>) ^  n - 1 + deg(<p). 
Beweis. Es sei O.E. q> = < 1, a2,..., an). Für jedes e = (e2,..., en)e {1, — 1 }n~1 setzen wir 
71(8)^00,8^}. 
i = 2 
Dies sind {n — 1 Hache Pfisterformen. Durch elementare Rechnung im Wittring 
W(K) erhalten wir 
l 7 t ( £ ) ^ 2 - 1 x < l > 
e 
und dann 
2"" 1 x<p~ _L</>®TT(£). 
Fener ist a ^ l ^ a ^ ^ a ^ l ^ a , ) , also 
<p® TÜ(6) ~(1 + 82 +... + 8n) x 7r(a). 
Hier kann die rechte Seite als ein ungerades ganzzahliges Vielfaches einer 
Pfisterform geschrieben werden, und auf solchen Formen stimmen deg' und deg 
überein (s. [9, Corollary 6.10]). Es folgt 
deg'(<p® K(8)) = deg(<p® 7t(e)) ^  n - 1 + deg(<p). 
Durch Summation über alle e bekommen wir deg'(2 n~ 1 x q>)^n-1 + deg(<p). 
Ist K nicht formal reell, so gibt es zu der Form q> über K eine 2-Potenz 2* mit 
2* x q> ~ 0 . Für den Rest dieses Paragraphen sei daher K formal reell. Für die Form 
q> über K sei deg(<p) das Minimum der Grade deg(<p(g)R), wo R die reellen 
Abschlüsse von K durchläuft. Dann bedeutet deg(<p)^n genau, daß für jede 
Anordnung a von K die Signatur signa(<p) von q> bezüglich a durch 2n teilbar ist. 
Offenbar ist deg(<p)^3eg(<p). 
Satz 2. Es gilt 
deg'(2* x q>)=deg(2* x q>) = 3eg(2* x q>) 
für alle genügend großen k. 
Beweis. Sei d = deg(<p). Offenbar ist dann deg(2k x q>) = k + d für alle k. Wir nehmen 
jetzt die Bezeichnungen des Beweises von Satz 1 auf. Für jede Anordnung a von K 
sei sia das Signum von at bezüglich a und ea = (e2a,..., ena). Dann ist 1 + e2a +... + en<z 
=signa(<p) durch 2d teilbar. Es folgt 
deg'(2' x <p® n(ea)) = deg'(2' signa(<p) x n(ea)) ^  / + d + n - 1 
für alle /. Ist e aber nicht von der Form ea, so hat n(e) für jedes a die Signatur 0, also 
ist n(s) eine Torsionsform. Für solche e gilt also 
2lx(p<g>7z(e)~0 
für alle genügend große /. Summieren über alle e gibt 
d e g ' C ' + ^ x ^ Z + d + n - l 
für alle genügend große /, d.h. 
deg'(2* x <p) ^  k + d=3eg(2* x <p) 
für alle genügend große k. Wegen deg'(2* x <p)<;deg(2* x <p)^3eg(2* x q>) folgt 
daraus die Behauptung. 
Das so gewonnene Resultat wollen wir jetzt unter anderen Blickwinkeln 
betrachten. Multiplikation mit <1,1>* gibt Homomorphismen In(K)-+Ik+n(K) 
und Jn(K)^Jk+n(K). Wir können damit die direkten Limites l im/"(X) und 
l i m J ^ K ) bilden; und wegen In(K)QJn(K) ist l im J n (K)g lim Jn(K\ Aus Satz 2 
folgt jetzt sofort die „stabile Gleichheit" von In(K) und Jn(K): 
Satz 2a. l im In{K) = lim Jn(K). 
Diese Gruppe kann man noch auf eine dritte Weise beschreiben. Sei X der 
Raum der Anordnungen von K und Cpf, Z) die Gruppe der stetigen Abbildungen 
in die additive Gruppe TL der ganzen Zahlen, die mit der diskreten Topologie 
versehen ist. Für jedes n definieren wir einen Homomorphismus sn: Jn(K)^>C{X9 
durch sn(q>) : = 2~nsign(<p), wobei s ignOpJeC^Z) die totale Signatur von q> 
bezeichnet. Dann induzieren die sn einen Isomorphismus 
s:l\mJn(K)-^C(X,Z). 
Die Injektivität von s folgt nämlich aus dem Lokal-Global-Satz von Pfister und 
die Surjektivität aus dem Normalitätssatz [5, Theorem 3.2] von Elman und Lam 
und der Kompaktheit von X. 
Setzen wir Jn(K): = Jn(K)/Jn+l(K), so ist Jm(K):= 0 Jn(K) ein graduierter 
Modu l über dem graduierten Wittring Wgr(K)— © In(K), wobei In(K) 
: = / % £ ) / / " ^ (JQ- Nach [9, Proposition 6.9] ist nämlich Im(K)Jn(K)QJm+n(K). 
Sei [1,1] el(K) die Klasse von_<l, 1>. Dann folgt aus Satz 2 sofort das fol-
gende Lokal-Global-Prinzip für J+(K): 
Satz 3. /5t <PeJ„{K) und<P®R = 0e Jn(R) für jeden reellen Abschluß R von K, so gibt 
es ein k^O mit [1, l ] k <P=0eJ k + n (K) . 
Ein analoges Prinzip gilt auch in dem graduierten Wittring Wgr(K) selbst, s. [2, 
Satz 2]. 
3. Verlagerung 
Ist L/K eine endliche algebraische Erweiterung, so induziert jede nicht-triviale 
K-lineare Abbildung s:L-+K einen Gruppenhomomorphismus 
s+:W(L)^W{K) 
— die Verlagerung von Scharlau (siehe z. B. [13, VII , § 1]). Nach [1, Satz 3.3] ist 
s+(InL)QInK für alle n. Wir zeigen jetzt, daß auch sJiJ„L)QJnK für alle n, d.h. 
deg(sJ|t(t^))^deg(v>) für alle ipeW(L). Zunächst beweisen wir als Hilfssatz einen 
Spezialfall: 
Hilfssatz. SeiL = K(\/d) eine quadratische Erweiterung und s:L->K die KAineare 
Abbildung mit 5(1) = 0 und s(]/d)= 1. Ist dann xp eine Form über L, so ist deg(s (^\p)) 
^deg(^). 
Beweis. Sei (p:=s^(\p). Zerfallt <p, so ist die Behauptung trivial. Es sei daher 
m: = deg(<p)<oo. Es ist dann m ^ l . Wir betrachten jetzt solche Erweiterungen K' 
von K, die j / S nicht enthalten und für die gilt q>®K' ~ax mit einer anisotropen 
m-fachen Pfisterform T über K' und aeK'* (ein regulärer Leitkörper von <p ist z. B. 
ein solches K'). Wir setzen L': = K'(\/d) und definieren s'.L-^K' dem 5 ent-
sprechend. D a deg(tp®L')^deg(y>) ist, genügt es zu zeigen, daß deg(\p®L')^*m ist. 
Aus s'Jy)®L')^(p®K' ~ar folgt nach [1, Satz 2.4 und Zusatz], daß az^s'J^ao) 
ist mit einer m-fachen Pfisterform a über L , und dann, daß 
\p®L~aol~x®L' 
mit einer Form x über K'. Wir wählen jetzt K' und x s o> daß x minimale 
Dimension hat. Insbesondere ist dann x ® L ' anisotrop. Ist x=0, so ist deg(y>(g)L') 
= deg(a<x) = m, und ist l ^ d i m ( x ) < 2 m , so d e g ( x ® L ' ) < w = deg(0<7), damit 
deg(\p®L') = deg{x®L')<m. Sei schließlich d i m x ^ 2 m . Der Körper K\x) enthält 
nicht j / d , und x wird über diesem Körper isotrop. Wegen der Wahl von K' und x 
zerfällt also T über K\x)> Nach [1, Satz 1.3] oder [9, Lemma 4.5] ist x ähnlich zu 
einer Teilform von T, aus Dimensionsgründen also / = fct mit beK'*. Die Form 
aol.x®L' hat somit die Dimension 2 m + 1 . Wäre nun deg(\p®L')>m, so müßte 
\p®L ähnlich zu einer (m + l)-fachen Pfisterform sein. Insbesondere würde \p®L 
in Im+i(L') liegen. Daher würde die zu s^(\p®L') äquivalente Form az in Im+ l(K') 
liegen. Das ist ein Widerspruch. Es ist also dQg(\p®L')^m. 
Bemerkung. Wie in [1, Bemerkung nach Satz 3.4] bekommen wir jetzt eine lange 
Nullsequenz 
(*) 
wobei Jn=JJJn+i ist, i:W(K)->W(L) der kanonische Ringhomomorphismus, 
und ii:W(K)-+W(K) die Multiplikation mit der Klasse von <1, -d} in W(K). 
Ob diese Sequenz exakt ist, ist nicht bekannt. Der Anfang 
0 — J 0 K -U ... ^ JXK J2K -U J2L 
ist aber jedenfalls exakt. Das folgt aus der Exaktheit der (*) entsprechenden 
Sequenz für die Galois-Cohomologiegruppen Hn(K,2) mit Werten in Z / 2 Z (siehe 
[1, Corollar 4.6]) und der Kommutat ivi tä t des Diagramms 
0 — J0K — J X K — J2K -+ J2L -> J2K 
e d| c c c 
0 ^ H°(K,2)^ ... ^ H'iK,!)-^ H2(K,2)-^ H2(L,2)^ H2(K,2) 
(siehe [1, Bemerkung nach Satz 4.18]). Dabei ist e der Dimensionsindex, d die 
Diskriminante und c die Klasse der Cliffordalgebra. Die Pfeile e und d sind 
bekanntlich Isomorphismen, und die restlichen Pfeile c sind injektiv, weil J3 
gerade der Kern der Cliffordinvarianten auf I2 = J2 ist, vgl. [9, Ex. 6.2]. 
Gi l t allgemein, daß die Sequenz (*) auch an der nächst folgenden Stelle 
J 2K —• J 2L —• J 2K 
exakt ist, so folgert man wie in [1, Satz 4,19], daß c:J2K-+H2(K,2) immer 
surjektiv ist. Das wäre eine positive Antwort auf die bekannte Frage ob die 
pruppe der Algebrenklassen vom Exponenten ^ 2 von den Klassen der 
Quaternionenalgebren erzeugt wird. 
M a n kann natürlich genauso die Nullsequenz 
(**) W(K)± W{L)^ W(K)^J.K-^J.L-^... 
..^Jn-,K±JnK±JnL^JnK±Jn+1K^... 
benutzen. Die Exaktheit von (*) bis zur Stelle 
ist, wie mit etwas Diagramm-Jagd folgt, gleichbedeutend mit der Exaktheit von 
(**) bis zur Stelle 
± J 3 L ^ . 
Satz 4. Sei L/K eine endliche algebraische Erweiterung und S.L-+K eine nicht-
triviale K-lineare Abbildung. Dann gilt 
s^JJQQJJC 
für alle n. 
Der Beweis verläuft in 5 Schritten: 
(1) Für jede endliche Erweiterung L/K genügt es, den Satz für eine feste 
Linearform s0:L-+K zu beweisen. Es gibt nämlich ein ceL* mit s(z) = s0(cz) für 
alle Z G L , damit s^(\p) = s0^(c\p). 
(2) Gil t der Satz für die Erweiterungen L/L0 und L 0 / K , so auch für L/K. Ist 
nämlich r0:L-+L0 eine nicht-triviale L 0-lineare Abbildung und t0:L0-+K eine 
nicht-triviale K-lineare Abbildung, so ist s0: = t0°r0:L^>K nicht-trivial und 
K-linear und s 0* = r o* o r o*-
(3) Es genügt den Satz für separable Erweiterungen L/K zu beweisen. Ist 
nämlich L/L0 rein inseparabel und i:W(L0)^>W(L) der kanonische 
Ringhomomorphismus, so ist i bijektiv und wegen [ L : L 0 ] ungerade auch 
graderhaltend (vgl. [9, Proposition 6.11]). Ferner gilt es (s. [1, S.458]) eine 
L 0-lineare Abbildung r 0 : L - > L 0 mit r 0 j | { = r 1 . 
(4) Entsteht L aus K durch sukzessive quadratische Erweiterungen, so gilt der 
Satz für die Erweiterung L/K. Dies folgt aus den Schritten (1), (2) und dem 
Hilfssatz. 
(5) Sei jetzt L/K eine endliche separable Erweiterung und s :L->K eine nicht-
triviale K-lineare Abbildung. Sei dann M/K eine endliche galoissche Erweiterung, 
die L enthält, und sei K ' der zu einer 2-Sylowgruppe der Galoisgruppe von M / K 
r 
gehörige Zwischenkörper. Dann ist K'®KL^ Yl L'i e * n direktes Produkt von 
i= 1 
Zwischenkörpern K'QL^QM. Sind ferner s'^.L^K' die zu dieser Zerfällung 
gehörige Komponenten der K'-linearen Abbildung l®s:K'®KL->K\ so gilt nach 
[ l ,Sa tz 2.2] 
i = 1 
für alle ipe W(L). Sei jetzt ipeJnL. D a die Galoisgruppe von M/K' eine 2-Gruppe 
ist, so entsteht L\ aus K' durch sukzessive quadratische Erweiterungen. Nach (4) 
liegt damit s'in(\p®L^ in JnK\ Es folgt sJi\p)®K'eJnKf. Nun ist aber [ K ' : K ] 
ungerade, damit die Erweiterung K'/K graderhaltend, also liegt sj(\p) in JnK. 
Bemerkung. Die induzierten Abbildungen 
s*:JnL^JnK 
hängen nicht von der speziellen Wahl der nicht-trivialen K-linearen Abbildung 
s :L -»K ab. Ist nämlich t eine zweite solche Abbildung, so gibt es ein ceL* mit 
t(z) = s(cz) für alle zeL. Für \peJ„L folgt ^(^) = sjcy>) = sjv;) + sj<c, -1>®V>) 
=s^(xp)modJn+1(K). 
4. Bewertungen 
Sei v eine (Knill-) Bewertung des Körpers K . Wir bezeichnen mit T die 
Wertegruppe, mit o den Bewertungsring und mit K den Restklassenkörper von v. 
Wir nehmen an, daß K von 2 verschiedene Charakteristik hat. Ist aeo, so sei a die 
Klasse von a in K , und ist cpeW(o\ so sei cp das Bild von q> in W(K). Wir 
identifizieren W(o) mit seinem Bild in W(K). 
Es gibt eine eindeutig bestimmte additive Abbildung dvl:W(K)^W(K) mit 
ö v = <5> falls a eine Einheit in o ist, und dVt = 0 falls die Quadratklasse 
aK*2 von a keine Einheit von o enthält ([11, Proposition 2.1]). Ersichtlich gilt 
dvl(q>) = (p für cpe W(o). Für jedes qeK* definieren wir den Restklassenhomomor-
phismus 
dVtq:W(K)^W(K) 
durch dv q(q>): = dvtl(qq>). Offenbar hängt dvq nur von der Quadratklasse von q ab. 
Sei jetzt MQK*/K*2 eine Untergruppe, die unter v bijektiv auf TßT abgebil-
det wird. Dann kann jedes cpe W(K) in der Form q>= £ qq>q geschrieben werden 
qeM 
mit cpqe W(o) für alle qeM, und es gilt dvq(q>) = (pq. Ferner wird durch 
qeM 
ein Ringhomomorphismus 
dVtM:W(K)^W(K)M 
von W(K) auf den Gruppenring W(K)[M] definiert ([11,§2], wo dvM mit A 
bezeichnet wird). Ist v henselsch, so ist dvM sogar ein Isomorphismus (s. [11, 
Proposition 2.4] und [12, Satz 7.1.1]). 
Komposition von dv M mit der Augmentation W(K)\_M~\-+W(K) gibt einen 
Ringhomomorphismus 
AV,M:W(K)-+W(K). 
Ist v diskret einrangig und peK ein Primelement bezüglich v, so kann man 
M = {K*2,pK*2} nehmen. dvl heißt dann der erste und dvp der zweite 
Restklassenhomomorphismus. Statt Av M schreiben wir in diesem Fall einfach Av p 
wie in [1, S. 460]. 
W(K)[M'] ist das Tensorprodukt von W(K) und dem Gruppenring Z [ M ] über 
Z. Auf Z [ M ] betrachten wir die Filtrierung durch die Potenzen des Ideals 
wobei iM das Augmentationsideal von Z [ M ] ist. Diese Filtrierung läßt sich sehr 
explizit wie folgt beschreiben: 
Wir wählen eine Basis 3} des F 2-Vektorraumes M . Z u jeder endlichen 
Teilmenge T von 93 führen wir das Produkt 
XT:=l\(l-b) 
beT 
ein. {X+ = 1.} Ersichtlich bilden diese XT eine freie Basis von Z [ M ] als Modul über 
Z. Unter Beachtung der Gleichung (1 -fe) 2 = 2(l -b) sieht man durch Induktion 
nach n sofort, daß die Produkte 2rXT mit r + |T| = n und die Produkte XT mit 
| r |>n zusammen eine freie Basis von lnM bilden. 
Auf dem Tensorprodukt W(K){_M\ betrachten wir nun den — wieder mit 
„deg" bezeichneten — Totalgrad bezüglich der Filtrierung durch die Jn auf W(K) 
und der Filtrierung durch die IM auf Z [ M ] . Das Ideal der Elemente vom Grad ^ n 
in W ( X ) [ M ] ist also 
r + s = n 
und der Grad eines Elementes 
<*>= X <PrXT 
{<PTe W(K\ fast alle # T =0} ist gegeben durch die Formel 
deg(#)= Mm(deg<f>r + |T|) . 
Den XT entsprechend führen wir für jede endliche Teilmenge T von 93 die 
|T|-fache Pfisterform 
X T : = ( X ) < l , - f c > 
über K ein. Dann kann jedes cpe W(K) in der Gestalt 
(*) < P = Z ^ r ® X r 
T 
mit (pTe W{o) geschrieben werden 2, und es ist 
T 
Satz 5. Für jedes <pe W(K) ist 
degdVtM(q>)^deg(<p). 
Beweis. Sei (p in der Gestalt (*) hingeschrieben und <PT: = (pTeW(K). Ist 
dvM((p) = 0, so ist unsere Behauptung trivial. Sei jetzt m: = degd„ M(<p) endlich und 
S eine endliche Teilmenge von 93 mit 
m = deg# s + |S|. 
Die (pT sind durch cp nicht notwendig eindeutig bestimmt 
Wir führen den Körper K' ein, der aus K durch Adjunktion der Quadratwurzeln 
aus allen Elementen in 3J\S entsteht. Es gibt genau eine Bewertung v' von K\ die v 
fortsetzt, und diese hat denselben Restklassenkörper K wie v. Es bezeichne F die 
Wertegruppe von v'. Für jedes TQS bezeichne weiter T das Bild von T i n der 
Quadratklassengruppe von K'. Es ist dann |T' | = |T|. Weiter ist Sf Teil einer Basis 
95' einer Untergruppe W von K'*IK'*2, die unter v' bijektiv auf F ' / 2 F ' abgebildet 
wird. Jetzt ist 
<P®K'=Ya<PT®XT®K'= Z <PT®XT>> 
T TQS 
weiter 
^Af<(<P®K')= Z *jXT. 
TQS 
Insbesondere hat dv, M(q>®K') wieder den Grad m. Wegen deg(<p®K')^deg((p) 
können wir jetzt den Körper K' vergessen und von vornherein annehmen, es sei 
schon 
dVtM(<p)= Z * r * r 
TQS 
und m = k + \S\ mit k: = deg# s. 
Unter den Körpererweiterungen von K in einem Universalkörper greifen wir 
jetzt einen Körper F mit folgenden beiden Minimal-Eigenschaften heraus: 
a) Die Kernform von <PS®F ist skalares Vielfaches so einer fc-fachen 
Pfisterform a. 
b) Für die Kernformen a r der Elemente <PT®F ist die Summe der 
Dimensionen über alle TcS möglichst klein. 
Für jede echte Teilmenge T von 5 ist nun 
d e g a r ^ d e g ^ r ^ m - | r | = fcH-|S|-|71>fc, 
also die Dimension von a r entweder Nul l oder >2*. Im zweiten Falle würde 
jedoch der Funktionenkörper F(a r ) die Form a nicht zerfallen, und der Körper 
F(OLT) widerspräche den Minimaleigenschaften von F . Somit müssen alle <xr=0 
sein. 
Sei jetzt (K, v) eine Henselsche Erweiterung von (X, v) mit Restklassenkörper-
erweiterung F/K und Wertegruppe f = F. M i t M bezeichnen wir das Bild der 
Gruppe M in K*/K*2. Ebenso bezeichnen wir für jede endliche Teilmenge T v o n 
95 mit f ihr Bild in M . Offenbar ist 
dw(<P®K)= X ( * r ® * ) * f = ™ X S -
tQS 
Für die fc-fache unimodulare Pfisterform T über K mit T = a und eine Einheit e in K 
mit e = s ist auch 
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Nun ist v jedoch Henselsch, somit dStM bijektiv. Daher ist 
Wir lesen ab, daß cp®K den Grad k + \S\ = m hat. Also hat cp in der Tat einen Grad 
^ m , und unser Satz ist bewiesen. 
Als Folgerungen bekommen wir die beiden folgenden Sätze. 
Satz 6. Für jedes cpe W(K) gilt 
deg(JyM(<p))^deg(<p). 
Satz 7. 1st \r/2r\ = 2l,so gilt für jedes qeK* und jedes cpe W(K) 
deg(d y >))^deg(<p)-/ . 
Beweise. Ist dv M(cp)= Y,^T^T w * e I M Beweis von Satz 5, so ist AvtM{(p) = $9 und 
T 
dvq(q>) ist eine W(K)-lineare Kombination der 4>r. Nach Satz 5 ist aber deg(#T) 
jgdeg(<p) für alle 7; also deg(#0)^deg(<p) und deg(# r) + /^deg(<p) für alle T 
falls \r/2r\^2l. 
Es folgt, daß allgemein AvM(Jn(K))QJn(K) ist, und daß im Falle \r/2r\ = 2l 
auch dvq(Jn(K))Q J n _ , ( K ) ist. Die entsprechenden Aussagen für die Ideale In sind 
leicht zu beweisen. Der Fal l v diskret einrangig findet sich bei Milnor [14, § 5], vgl. 
auch [1 ,§3 ] . 
Bemerkung. Ist \r/2T\ = 2l, so sind die Homomorphismen 
nicht von der speziellen Wahl von q abhängig 3 . Ist nämlich <peJn(K\ so ist 
dv,q(<P) = dv, M<P) = 3„. M + dVt - 1 > ®<p) 
= dV9l(<p)modJH+l_JLK). 
Ist die Bewertung v henselsch, so ist, wie schon bemerkt, 
dv M.W{K)->W(K)[M'] ein Isomorphismus. M a n möchte aber haben, daß in 
diesem Fal l sogar deg^tAf(<p))=deg(<p) ist für alle q>eW(K). Wie man leicht 
einsieht ( d i e X r und XT benutzen!), ist das dazu äquivalent, daß deg(<p)=deg(<p) ist 
für alle <peW{o). Das zu zeigen ist uns leider nur im Falle char(K)=char(K) 
gelungen: 
Satz 8. Sei v henselsch und char(K) = char(X). Dann gilt 
deg(^) = deg(<p) 
für alle <pe W(o). 
Beweis. Zunächst ist 
deg(^)=deg AvM(q>) ^ deg(<p). 
3 JH bezeichnet nach früherer Verabredung den Quotienten JJJH+l 
Sei X:K-+Kvco die zu v gehörige Stelle. Ist P der in K enthaltene Primkörper, 
so gibt es wegen der Gleichheit der Charakteristiken (genau) eine Einbettung 
n:P-+K, und X ist trivial auf n(P\ also ist A°7Ü die Inklusion P-+K. Wir betrachten 
jetzt weitere Paare (C,y) bestehend aus einem Teilkörper C von K und einer 
Einbettung y :C->K, für die X auf y{C) trivial ist und A°y die Inklusion von C in K 
ist. Sei (A,(x) e i n ^ - nach Zorn's Lemma existierendes — maximales Paar dieser 
Art. Dann muß K über A ersichtlich algebraisch sein. Nach Hensels Lemma kann 
K\A überdies keine separablen Elemente enthalten, alsojst K über A rein 
inseparabel. Daher gibt es eine Form x über A mit #(g)K = ^), weil sich die 
Quadratklassen von A bijektiv auf die Quadratklassen von K abbilden. Weiter ist 
[K:Ä] ungerade und somit deg(x) = deg(^ >). D a A°a die Inklusion von A in K ist, 
gilt OLJJ) = cp4. Daraus folgt OLJJ) = q>, weil v henselsch ist. Wir erhalten nun 
deg(<p)^deg(x) = deg(^), 
und unser Satz ist bewiesen. 
Der entsprechende Satz für die durch die Ideale /" gegebene Gradfunktion ist 
trivial, auch im charakteristikungleichen Falle. Bei dem_ Isomorphismus 
W(o)^> W(K) wird nämlich ersichtlich I(o): = I(K)n W(o) auf I(K) abgebildet, also 
/ » auf In(K). 
Sei jetzt v spezieller henselsch und einrangig diskret. Ist peK ein Primelement 
zu v, so hat man bekanntlich die exakte Sequenz 
0 — W(K)-^W(K)^ W(K)-^0, 
wobei j durch Komposition des Inversen zu dem Isomorphismus W(o)-2^W(K) 
mit der Inklusion W(o)-+W{K) entsteht. Haben K und K dieselbe Charakteristik, 
so bildet j nach Satz 8 jedes Ideal Jn(K) in Jn(K) ab. Ferner bildet dv p nach Satz 7 
jedes Ideal Jn{K) in Jn_l(K) hinein ab. 
Satz 9. Sei v einrangig diskret und henselsch, und sei Char (K) = Char (K). Dann sind 
die Sequenzen 
0 -> Jn+ X(K) J w + X{K) Jn(K) -> 0 
exakt. Sie werden überdies zerfällt durch die von der Wahl des Primelementes p im 
allgemeinen abhängigen Homomorphismen 
Avy.Jn+l(K)^Jn+1(K). 
Beweis. Es sind nämlich sogar die Sequenzen 
0 - Jn+ Jm+l(K) J„(K) -> 0 
exakt und werden von Av p zerfällt. Außer der Surjektivität von 
folgt dies aus dem Obigen. Ist nun x e J n ( K ) vorgegeben, so ist <l ,p>®j(x) ein * n 
Jn+l(K) gelegenes Urbi ld von x unter dvp. 
4 a*(x) bezeichnet die Basiserweiterung x®K bezüglich a:A-+K 
Jede anisotrope Form <p über unserem henselsch diskret bewerteten Körper K 
hat eine Zerlegung 
<P = <Po±V<Pi 
mit unimodularen Formen q>0 und <pl9 deren Reduktionen q>0 und cpx über K 
anisotrop und bis auf Isomorphic eindeutig bestimmt sind. Aufgrund von Satz 9 
können wir — im Falle Char(X) = Char(X) — den Grad von q> wie folgt aus den 
Graden von cp0 und q>x berechnen: 
Satz 9a. deg(^) = Min(deg^ 0 ,deg^ 1 ) außer in dem Falle, daß <p0 und cpx gleichen 
Gradn haben und ^ 0 = ^ i modJH+1(K) ist. In diesem Falle ist deg(<p) = n+1. 
Beweis. Sei deg<p0 = n 0 , deg(p1=n1 (natürliche Zahlen oder oo). Aus Satz9 liest 
man ab: 
deg(<p) = M i n ^ +1, d e g ^ l ^ ) ) . 
Im Falle n0<n1 ergibt die rechte Seite n 0 , im Falle n0>nx ergibt sie nv Sei jetzt 
n0 = nl = n. Ist d e g ( ^ 0 l ^ 1 ) = n so ergibt die rechte Seite n. Ist jedoch 
d e g ( ^ 0 l ^ 1 ) > w , so ist cp0 = (px m o d J n + 1 ( X ) und deg(<p) = n + l . Damit ist alles 
gezeigt. 
Allgemeiner bleiben Satz 9 und Satz 9a natürlich richtig, wenn man die 
Voraussetzung „v diskret einrangig" zu ,,(r:2r) = 2" abschwächt und p als ein 
Element aus K* mit v(p) nicht in 2F wählt. 
5. Rationale Funktionenkörper 
Sei K(x) der rationale Funktionenkörper in einer Unbestimmten x über K. Für 
jedes normierte Primpolynom p in K [ x ] sei Kp = K[x\l(p) und 
dp: W(K(x))-^W{Kp) der zu der zu p gehörigen Stelle von K(x) über K und der 
Ortsuniformisierenden p gehörige zweite Restklassenhomomorphismus. Nach 
Satz 7 gilt dann d e g ( ö p # ) ^ d e g ( # ) - 1 , d.h. d e g # ^ l + min (deg(3p#)) für alle 
<PeW(K(x)). 
Es sei ferner : W(K(x))^W(K) der zu der unendlichen Stelle von K(x) über 
K und der Ortsuniformisierenden — gehörige zweite Restklassenhomomor-
x 
phismus. Ist dann für jedes normierte Primpolynom p in K [ x ] die K-lineare 
Abbildung sp:Kp-+K definiert durch 
sp(xdp-x): = \ und sp(xp):=0 für 0 £ i « i - l , 
wobei d den Grad von p und xp die Klasse von x in Kp bezeichnet, so gilt nach [15, 
Theorem 4.1] die Formel 
(*) 3oo<V)=I*FW 
p 
für alle xpeW(K(x)). 
Jetzt sei Am: W(K(x))-> W(K) der zu der unendlichen Stelle und der 
Ortsuniformisierenden ^ gehörige Ringhomomorphismus. Dann ist A^xp) 
= 5 ° ° ( ( 1 ' x ) ® v ; ) m r a l l e V>eWW0)- Nach Satz 6 gilt d e g ^ ^ d e g ^ J t f ) ) ) für 
alle <PeW(K(x)). Wir werden zeigen, daß deg(^) = degzl00(4>) oder deg(#) = l 
+ min deg(3p#). 
Für aeK sei Aa: W{K(x))^> W(K) der zu der zu x - a gehörigen Stelle von K(x) 
und der Ortsuniformisierenden x — a gehörige Ringhomomorphismus, also Aa(\p) 
= d x _ f l ( < l , x - a > ® y > ) für alle \peW(K(x)). Wir haben jetzt (vgl. [15, Corollary 
4.3]): 
Lemma. Für alle <t>e W(K(x)) gilt 
Aa(<P) = AJ<P)- X s p , ( < l , x p - a > ® 3 p ( 4 > ) ) . 
p 4= x — a 
Beweis. D a x ~ a bezüglich der unendlichen Stelle von K(x) über K eine 
Einseinheit ist, gilt 
= 3 0 0 « l , x - f l > ® * ) . 
Das Lemma folgt daher aus der Formel (*) angewandt auf t/? = <l,x — a}®<P und 
der Tatsache, daß d p « l , x - a > ® # ) = < l , x p - a > ® d p 0 ist falls p^x-a. 
Satz 10. Für jedes <Pe W(K(x)) gilt 
deg^ = min(degzl 0 0(^), 1 + mindeg<9p(#)), 
wo p die normierten Primpolynome in JC[x] durchläuft. 
Beweis. Sei N: = deg(Aa0(<P)) und n: = min degdp(#). Wir wissen schon, daß deg(#) 
^min(JV, 1 + n). Aus Satz 4 und dem Lemma folgt deg(J a (0))^min(N, 1 +M) 
für alle aeK. Es sei jetzt u eine von x unabhängige Unbestimmte über 
K und K': = K(ul <f>': = 4>®*'(*)• Dann gilt deg(<P') = deg(<*>) und deg(z (^<*>')) 
= deg(/doo(0)) (s. [9, Proposition 6.11]). Ist p'eK'[x] ein normiertes Primpolynom, 
so gilt dp,(4>')=0 falls p'tK\x\ aber deg<3p,(4>') = deg3p(tf>) falls p' = p e X [ x ] . M i t 
a = u folgt daher degJ u(#')^min(JV, 1 +n). Nun ist aber Au{<P')e W(K(u)) offenbar 
das zu <PeW(K(x)) unter dem durch x-+u definierten Isomorphismus zwischen 
K(x) und K(u) über K gehörige Element, insbesondere deg(JM(#')) = deg(#). Damit 
haben wir auch deg(#)^min(iV, 1 + n) bewiesen. 
Nach [14, Theorem 5.3] (vgl. auch [15, Theorem 1.4]) ist die Sequenz 
0->W(K)-+W(K(x))-&U® W ( K p ) - 0 
exakt und zerfallend. Zur Zerfällung kann man 4 : W(K(x))-* W(K) nehmen. Wir 
haben jetzt 
Satz 11. Die Sequenzen 
P 
sind exakt und zerfallend. Zur Zerfällung kann man AaD:Jn+l(K(x))-^Jn+l(K) 
nehmen. 
Beweis. Es sind sogar die Sequenzen 
p 
exakt und durch A^\Jn+1(K(x))-*Jn+1(K) zerfällt. Dabei ist nur noch die 
Surjektivität von (dp) :Jn+1(K(x))^ ® Jn(Kp) zu zeigen. Ist aber (<p)e ®Jn(Kpl 
p p 
so gibt es nach dem Obigen ein <Pe W(K(x)) mit dp(<P) = cpp für alle p und AJW^O. 
Aus Satz 10 folgt dann <PeJn+l{K{x)). 
Der entsprechende Satz für die Ideale J" ist ebenfalls richtig, s. [14, Lemma 
5.7]. 
Satz 10 läßt sich auf den Fal l eines rationalen Funktionenkörpers K(x) mit 
einer beliebigen endlichen Folge x = (x l 5 . . . ,x r ) von Unbestimmten verallge-
meinern. U m unsere Notationen zu fixieren, definieren wir eine Anordnung der 
Monome x\l ...xvrr in X [ x ] , indem wir x\l... X^KX^1 ... x?r setzen genau dann 
wenn es ein i gibt, 1 ^  i g r, mit v. < ^ und v. = p.i für j > i. Wir nennen ein Polynom 
/ in K[x~] normiert, falls der Koeffizient zum größten in / vorkommenden 
Monom gleich 1 ist. Ist p e K [ x ] ein normiertes irreduzibles Polynom, so sei Kp der 
Quotientenkörper von X[x]/(p) und dp: W{K(x))-+W(Kp) der zweite 
Restklassenhomomorphismus bzgl. der kanonischen Stelle von K(x) in Kp 
über K und der Ortsuniformisierenden p. Ferner sei At>00: W(K(xl9 ...,x{)) 
-+W(K{x1,...,xi_i)) analog wie oben definiert und 
A^-Au^,.,0Ar^:W{K(x))^W{K). 
Dann ist offenbar A^ ein Linksinverses zu W(K)-+ W(K(x)). 
Satz 12. Für jedes n^O ist die Sequenz 
P 
exakt {p durchläuft die normierten Primpolynome in X [ x ] , x = (x19 ...,x r)}. 
Beweis. Die Exaktheit an der ersten Stelle liegt auf der Hand. Die an der zweiten 
Stelle zeigen wir durch Induktion nach r. Der Fall r = l wurde erledigt. Sei r > l 
und x / = ( x 1 , . . . , x r _ 1 ) . Sei # ein Element in Jn+1(K(x)) mit dp&=0 für alle 
normierten Primpolynome p von X [ x ] . Ist nun P ein normiertes Primpolynom 
von K(x') [x r ] , so haben wir P = f'1p mit einem eindeutig bestimmten normierten 
Primpolynom p von K [ x ] und einem Polynom / in K[x'~\. Für die zu P gehörige 
Restklassenabbildung dp von Jn+l(K(x)) nach Jn(Kp) gilt 
Aufgrund von Satz 11 ist somit 4> = lF<g)K{x) mit einem Element *F aus 
Jn+l(K(x')). Ist jetzt q ein normiertes Primpolynom von X [ x ' ] , so ist q auch 
normiertes Primpolynom von K [ x ] , und wir haben zwei zu q gehörige 
Restklassenhomomorphismen 
a ; : J n + 1 (x(x ' ) ) ->J n (x ; ) , 
a f : J . + 1 ( K ( x ) H J ^ ) ) f 
wobei K'q den Quotientenkörper von K[x'~\/{p) bezeichnet. Es ist 
o = 3 4 ( # ) = a ; ( ! P ) ® j : ; ( x r ) , 
also d'q(W) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es somit ein Element A in 
Jn+1(K) mit !F = /l®A:(x'), also # = /l®K:(x). Damit ist Satz 12 bewiesen. 
Jetzt können wir Satz 10 wie folgt verallgemeinern : 
Satz 13. Für jede Form <P über K(x) ist 
deg <P = min (deg A ^ Q), 1 + min deg dp($)), 
wobei p die normierten irreduziblen Polynome in X [ x ] = X [ x 1 ? . . . ,x r ] durchläuft. 
Beweis. Für n : = deg# gilt nach den Sätzen 6 und 7 
n^min(degJ 0 0 (^) , 1 + mindegß p (# ) ) . 
Ist aber n< 1 + mindegc5p(#), so hat die Klasse [#] von 4> in Jtt(K(x)) unter jeder 
Restklassenabbildung 
d^JJiKix))^^ 
das Bild Nul l . Nach Satz 12 gibt es also eine Form q> in Jn(K)\Jn+1(K) so daß 
= [<p®K(x)]. Daraus folgt [ J «,(#)] = [>], also 
deg/400(^)=deg(<p)=n. 
Als Beispiel betrachten wir den Fal l 
# = < l , - / > ® « D ® K ( x ) 
mit / e X [ x ] und einer Form <p über Ist a der Koeffizient zum größten in / 
vorkommenden Monom, und sind qx, ...,qs die normierten Primpolynome, die in 
/ in ungerader Potenz aufgehen, so ist <1, - / > = <1, -aql...q5}. Aus Satz 13 
folgt 
deg(<P)=min(deg«l, -a>®<p) , 1 + d e g ( < p ® i C J , 1 +deg(<p®A: j ) . 
Ist sogar f=q ein normiertes irreduzibles Polynom, so erhalten wir 
d e g ( ^ ) = l - l - d e g ( ^ ® X ( ? ) . 
Diese Formeln können als Verallgemeinerung des Normensatzes [10, Theorem 4.2 
und Corollary 4.3]—im Falle charK + 2—gedeutet werden. 
6. Gleichheit von / „ und /" 
Wir wollen einige Spezialfälle anfuhren, in denen sich die Gleichheit der Ideale Jn 
und In nachweisen läßt. Es sei angemerkt, daß diese Fälle nicht ausreichen, um 
unsere Skepsis gegenüber Gleichheit dieser Ideale im allgemeinen zu zerstreuen. 
Aus den in §4 angestellten Betrachtungen folgt sofort: 
Satz 14. Sei (K,v) ein henselsch bewerteter Körper, dessen Restklassenkörper K 
dieselbe Charakteristik +2 wie K hat. Ist dann Jn(K) = In(K) för alle n^n0, so ist 
auch Jn(K) = In(K) für alle n g n 0 . 
Insbesondere gilt somit Jn(K) = In(K) für jedes n, falls K Henselisierung eines 
Funktionenkörpers F nach einer auf seinem Konstantenkörper k trivialen Stelle 
ist, und der Konstantenkörper etwa algebraisch abgeschlossen oder endlich oder 
reell abgeschlossen ist. 
Satz 14 umfaßt nicht die p-adischen Körper der Zahlentheorie, doch bei diesen 
ist J 3 = 0 und tritt somit kein Problem auf. 
Für einen algebraischen Zahlkörper K gilt ebenfalls Jn(K) = In(K) für alle n, 
denn für n ^ 3 enthält Jn(K) nur die Formen 2 " r x < ± l > mit r ^ O . 
Satz 15. Sei K ein Körper und n eine natürliche Zahl mit Jn(K) = In(K) und Jn_ ^L) 
= r~1(L) för jede endliche Erweiterung L von K. Dann ist för den rationalen 
Funktionenkörper K(x) in einer Variablen Jn(K(x)) = In(K(x)). 
Das folgt sofort aus einem Vergleich der in § 5 aufgestellten Sequenz 
Insbesondere gilt J„(K(x)) = In(K(x)) für alle n, wenn K etwa ein Zahlkörper 
oder ein p-adischer Körper ist. Wir können in diesen Fällen aber nicht ent-
scheiden, ob bei zwei Unbestimmten x,y die Ideale Jn(K(x,y)) und In{K(x,y)) 
für jedes n übereinstimmen. Hingegen erhalten wir allgemein aus Satz 15 sofort die 
Folgerung. Ist J3(K) = I3(K), so ist för beliebig viele Unbestimmte xl9...9xä 
ebenfalls J3(K(xv...,xd)) = I*(K{xl9xd)). 
Sei jetzt F ein beliebiger Funktionenkörper über einem Konstantenkörper k 
von einem Transzendenzgrad d^l. Wir wollen uns überlegen, daß zumindest in 
den Fällen k algebraisch abgeschlossen, k endlich, k reell abgeschlossen die Ideale 
Jn(F) und In(F) für große n übereinstimmen. 
Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist F ein C d -Körper. Somit haben alle 
anisotropen Formen über F eine Dimension ^ 2 d , und es ist J r d + 1 ( F ) = 0 . Weiter 
kann Jd(F) an anisotropen Formen nur d-fache Pfisterformen enthalten. Also ist 
0 -> Jn(K) -+ Jn(K(x)) Ä (£) Jn^(Kp) - 0 
mit der von Milnor aufgestellten Sequenz [14, Lemma 5.7] 
Jd(F) = Id(F). Ist k endlich, so ist F ein Cd+ j -Körper , und wir haben aus denselben 
Gründen Jn(F) = In(F) für n^d+l. 
Weniger trivial ist der Fall , daß k reell abgeschlossen ist. 
Satz 16. Ist F ein Funktionenkörper über einem reell abgeschlossenen Körper k vom 
Transzendenzgrad d, so ist Jn(F) = In(F) für n^.d+1. 
Als erster Schritt zum Beweis dieses Satzes dient uns folgendes 
Lemma 1. Das Ideal J d + 1 ( F ) enthält keine Torsionselemente. 
Beweis. Angenommen, die Behauptung des Lemmas ist falsch. Dann gibt es in 
Jd+i(F) eine anisotrope Form q> mit < l , l > ® ( p ~ 0 . Somit ist q> die Verlagerung 
s^(xp) einer Form xp über F( ]/ — 1) bezüglich der F-Linearform s:F(]/ — 1)->F, die 
durch s(l)=0, s(]/—1) = 1 definiert ist (s. [1, Satz 2.4]). Sicherlich ist \p anisotrop 
und 
dim xp = ^ dim<p ^ 2 d . 
Weil F( j / ^ T ) ein C d -Körper ist, muß dimt/; = 2 d sein und xp jedes Element von F* 
darstellen. Insbesondere stellt xp die 1 dar, und deshalb ist s^(xp) ^ cp isotrop. Das ist 
der gesuchte Widerspruch. 
Bemerkung. Etwas allgemeiner sieht man mit derselben Methode: Besitzt ein 
Körper K eine unreelle5 quadratische Erweiterung K( y—w), deren w-Invariante 
^ 2 d ist, so ist Jd+ X(K) torsionsfrei. (Man ersetze dazu im obigen Beweis die Form 
< 1,1 > durch < 1, w> und beachte < 1,1 >r ^ < 1, w> r für große r.) Dieser Satz findet sich 
für das Ideal Id+l(K) anstelle von Jd+1(K) schon bei Elman und Lam 
[6, Theorem 6.2]. 
Aufgrund dieses Lemmas ist Satz 16 schon bewiesen, falls F unreell ist, weil 
dann Jd+l(F)=0 ist. Sei ab jetzt F reell. 
Wir benötigen im folgenden den von Bröcker in der Arbeit [4] eingeführten 
Begriff des Stabilitätsindex st(K) eines reellen Körpers K. Sei W(K) der reduzierte 
Wittring von X , der aus W(K) durch Herausdividieren des Nilradikals 
( = Torsionsanteil) entsteht. Vermöge der totalen Signatur fassen wir W(K) als 
Teilring des Ringes CQC, Z) der stetigen Z-wertigen Funktionen auf dem kompak-
ten total unzusammenhängenden Raum X der Anordnungen von K auf. 
Bekanntlich ist C(X,Z)/W(K) eine 2-Torsionsgruppe. st(K) ist definiert als die 
kleinste natürliche Zahl s mit 
2 SC(X, TL) = CPf, 25Z) C W(K), 
bzw. st(K) = oo, falls es keine solche Zahl gibt. A b jetzt sei st(K)< oo vorausgesetzt. 
Dann ist st(K) auch die kleinste natürliche Zahl s, so daß für das Bild I(K) von 
I(K) in W(X) gilt i5+l(K) = 2is(K)6 [4, Satz 3.17]. Somit ist für jedes n^s = st(K) 
In(K) = 2n-si5{K). 
Das heißt nicht formal reelle 
Die Bezeichnung „reduzierter Stabilitätsindex" wäre also treffender 
Daraus folgt nun sofort für n ^ s 
I\K) = C(X, 2 n Z) . 
In der Tat, sicherlich ist In(K) für jedes n in C(X, 2nZ) enthalten. Sei nun n ^ s und / 
ein Element in C(X\ 2nI). Aufgrund des Normalitätssatzes von Elman und Lam [5, 
Theorem 3.2] gibt es für genügend großes t ein Element xp in J n + r ( K ) mit xp = 2'f 
(wie wir schon in §2 festgestellt haben). Wegen n^s ist xp = 2n+t~sx mit einem 
Element X aus / S (K) , also f = 2n-sXeIn(K) (vgl. [5, p. 1189]). 
Weil andererseits für jedes n sogar das Bild J„(K) von Jn(K) in W(K) in 
C(X, 2"Z) enthalten ist, erhalten wir intern in dem Wittring W{K): 
Lemma 2. Ist k formal reeller Körper mit endlichem Stabilitätsindex s, so ist für 
jedes n^s 
Jn(K) = F(K) + Jn(K)t, 
wobei Jn(K)t den Torsionsanteil von Jn(K) bezeichnet. 
Nach Bröcker hat nun der reelle Funktionenkörper F in Satz 16 einen 
Stabilitätsindex s^d [4, Folgerung 4.7]. Aus Lemma 1 und Lemma 2 ergibt sich 
somit die in Satz 16 gemachte Behauptung. 
Ist insbesondere d ^ 2 , so wissen wir, daß In(F)=Jn(F) für alle n gilt. Im Falle 
d = 3 ist die Gleichheit von In(F) und Jn(F) höchstens für n = 3 fraglich. Elman und 
Lam haben aber gezeigt [7, Proposition 2.9], daß in diesem Falle in der Tat auch 
/ 3 (F) = J 3 (F) ist. Somit erhalten wir: 
Satz 17. Für einen Funktionenkörper F von einem Transzendenzgrad ^ 3 über einem 
reell abgeschlossenen Konstantenkörper ist In{F) = J„(F) för alle n. 
7. Graderhöhung bei Körpererweiterungen 
Wir benutzen die folgenden Standardnotationen: q> ist eine Form vom Grad 
deg(<p) = n ^ l und der Höhe h^l über einem Körper k. Weiter ist O^i^h} 
ein generischer Zerfällungsturm von cp, der regulär ist, d.h. Ki+i ist reguläre 
Körpererweiterung von Kt für 0 ^  i ^  h - 2 und im Falle n > 1 auch für i = h - 1 , im 
Falle n = l ist jedoch Kh = Kh_l(\/d((p)). Den Leitkörper Kh_1 bezeichnen wir 
auch mit F und den totalen generischen Zerfällungskörper Kh mit T. Die 
Kernform von cp®Kt bezeichnen wir mit cpt und die Leitform von cp mit T. Es ist 
also t die n-fache anisotrope Pfisterform über F , die zu cph_l ähnlich ist. 
Sei L eine Körpererweiterung von k. Für jedes i mit O ^ i ^ h bezeichne Kt-L 
das bis auf Isomorphic wohlbestimmte freie Kompositum von K( mit L über k. 
Sicherlich ist deg(<p®L)^>n. In [9, Proposition 6.11] wurde bereits folgendes 
festgestellt: 
(i) deg((/)®L)>n genau dann, wenn T über F L zerfällt. 
(ii) Ist L der Funktionenkörper K(xp) einer Form xp einer Dimension ^ 2 , 
ip £ < 1, — 1 >, so ist genau dann deg(<p® L) > n, wnn xp® F ähnlich zu einer Teilform 
von T ist. Insbesondere ist sicherlich deg(<p®L) = n, wenn dimy>>2n ist. 
Sei jetzt xp eine weitere Form über k vom Grad m ^ O und der Höhe 1. Sei 
{LpO^j^e} ein regulärer generischer Zerfällungsturm von xp und xpj die 
Kernform von xp®Ly Den Leitkörper Le_x bezeichnen wir auch mit E und den 
totalen generischen Zerfällungskörper Le mit S, schließlich die Leitform von xp 
über E mit a. 
Wir wollen die Beziehungen zwischen q> und xp studieren, die vorliegen müssen, 
damit eine der Körpererweiterungen K(xp\ £, S auf q> graderhöhend wirkt. Dabei 
werden wir für m^n — 1 zu detaillierten Aussagen gelangen. 
Satz 18. Sei deg(<p<g)k(xp))>n und somit d i m y ^ 2 n , m^nyxp anisotrop. 
(i) Ist m = n, so ist xp ähnlich zu einer Pfisterform g, und es ist 
q> = xp mod Jn+1{k). 
Weiter ist r = g®F. 
(ii) Ist m = n—l, so ist xp ebenfalls ähnlich zu einer Pfisterform g, und es ist 
T £ < l , - < * > ® t e ® F ) 
mit geeignetem deF*. 
Beweis. Wie oben festgestellt, ist i p®F ähnlich zu einer Teilform von T. Wir 
wählen ein von xp über k dargestelltes Element a=t=0 aus und haben mit einer 
geeigneten Form rj über F die Gleichung 
(*) {axp)®F±ri^T. 
Ist m = n, so muß xp die Dimension 2" haben, somit ?y=0 sein. Die Leitform T ist 
also über k definiert durch die Form axp, und nach [9, Proposition 9.2] ist axp eine 
Pfisterform g. Nach [9, Theorem 9.6 und Proposition 6.9] ist weiter 
cp = g = xp mod Jn+l(k). 
Sei jetzt m = n—l vorausgesetzt. Dann ist dimxp^2n~l. Weiter hat die Form rj 
ebenfalls den Grad m. Im Falle dimxp>2n~1 wäre d i m ^ < 2 n " 1 , also m^n — 2. 
Somit ist dimxp = 2n~1 und xp^ag mit einer (n— l)-fachen Pfisterform g über k. Die 
Form g®F ist Teilform von T. Daraus folgt 
T £ < l , - d > ® t e ® F ) 
mit geeignetem deF*, vgl. [8, S. 192]. 
Satz 19. Wird der Grad von cp durch den Leitkörper E von xp erhöht, so muß 
m^n — 2 sein. 
Beweis. Es ist e ^ 2. Sei j die größte natürliche Zahl ^ e—2, für die q> ® Lj noch den 
Grad n hat. Dann wird der Grad von (p<g>Lj durch Ljixp^ erhöht. Andrerseits ist tpj 
wegen j ^ e — 2 nicht zu einer Pfisterform ähnlich. Aufgrund des vorhergehenden 
Satzes muß also gelten: 
m = deg(tp.) ^  deg(<p® L,) - 2 = n - 2. 
Wir betrachten jetzt in dem freien Kompositum T S über k die von den 
Körpern Kt und erzeugten Teilkörper Kt-Lj ( O ^ i ^ / i , O^j^e). Nach 
[9, Proposition 5.13] bilden bei festem j die Körper Kt-Lp für die cp^K^Lj 
anisotrop ist, einen generischen Zerfallungsturm von (p®Ly Ebenso bilden bei 
festem i die Körper K^Lj mit xpj®Ki'Lj anisotrop einen generischen 
Zerfällungsturm von xp®^1. 
Ist |m — n\ ^  1, so hat nach dem soeben bewiesenen Satz 19 die Form cp®E den 
Grad n und xp®F den Grad m. Somit ist folgender Hilfssatz evident. 
Hilfssatz. Im Falle \m — n\ ^  1 sind die Formen x®EF und a®EFbeide anisotrop. 
Bezüglich der Graderhöhung durch den totalen generischen Zerfällungskörper 
S von xp erhalten wir nun : 
Satz 20. (i) Ist deg(<p®S)>n, so muß m^n sein. 
(ii) Im Falle m = n sind gleichwertig: 
a) deg((p®S)>n, 
b) < T ® £ F ^ T ® £ F , 
c) cp=xpmodJn+l(k). 
(iii) Im Falle m = n—l sind gleichwertig: 
a) deg(<p®S)>«, 
b) T ® £ - F ^ < 1 , -d}®(<j®E'F\ mit einem Element d+0 aus EF. 
Beweis. Ist deg(<p®S)>n, so wird — wie oben festgestellt — x durch den Körper 
SF zerfällt. S e i ; die größte natürliche Zahl unterhalb e mit x®Lj-F anisotrop. 
Dann wird x®LyF durch den Funktionenkörper der Form xpföLyF zerfällt. 
Somit ist 
2 m g dimtp,. g dim t = 2", 
also m ^ n . 
Sei jetzt m = n oder m = n—l. Dann ist nach dem vorangehenden Hilfssatz a 
priori x®E-F anisotrop, also in der soeben angestellten Betrachtung j=e— 1. 
Weiter sehen wir, daß genau dann S den Grad von cp erhöht, wenn SF die 
Pfisterform x®EF zerfällt, also wenn a®EF die Form x®E-F teilt. Damit 
leuchten die Implikationen a)ob) unter Punkt (ii) und Punkt (iii) des Satzes ein. 
Sei schließlich m = n und deg(<p®S)>n. Dann ist (T®EF^x®EF, also 
[ ( p l ( - V ) ] ® £ F = [ ( j l ( - . T ) ] ® £ . F = O m o d J ; l + 1 ( £ F ) . 
{Beachte IJnCJn+1}. Also hat die Form [ < p ± ( - i p ) ] ® E F einen Grad >n. Nun 
gelangt man von K nach EF durch eine Folge von Körpererweiterungen U/U 
die zu Erweiterungen L(j)jL mit d i m x > 2 n äquivalent sind. Somit kann nach 
Satz 18 die Form (pl(-xp) nicht den Grad n haben, d.h. es ist 
cp = xp mod Jn+l(k). 
Umgekehrt ist in diesem Falle natürlich deg((p®S)>n. Damit ist Satz 20 völlig 
bewiesen. 
Nach Teil (i) und (ii) dieses Satzes ist die natürliche Abbildung 
W + l ( k H V J r + l ( S ) 
für r<m injektiv und hat für r = m im Kern nur die Klassen 0 und [tp]-
7 Ist <p0®Lj bzw. v 0 ® K , isotrop, so ist der kleinste dieser Körper durch L} bzw. K{ zu ersetzen. 
Weiter ist die Folgerung aus Teil (ii) bemerkenswert, daß im Falle m = n genau 
dann deg(cp®S)>n ist, wenn deg(xp®T)>n ist. 
Die in den Sätzen 18-20 niedergelegte Theorie ist inhaltsleer, wenn xp ungerade 
Dimension hat, weil dann m = 0 ist. U m auch für Formen xp ungerader Dimension 
nützliche Sätze zu erhalten, müssen wir anstelle von deg(xp) den Grad der Form 
xp± < — d(xp)} betrachten. 
Sei also jetzt xp eine Form ungerader Dimension ^ 3 über k mit Diskriminante 
d(ip) = (d}. M i t x bezeichnen wir die Form ipJ_< — d} und mit m im Gegensatz zu 
früher den Grad von Es ist m ^  2. Ansonsten benutzen wir für q> und xp die oben 
eingeführten Bezeichnungen weiter. 
Satz 21. Es sei deg(cp®k(xp))>n. 
(i) Dann ist d i m / ^ 2" , also m^n. 
(ii) Im Falle m = n ist x ähnlich zu einer n-fachen Pfisterform g und es ist 
cp = Q mod Jn+l(k). 
(iii) Sei jetzt m = n—l. Dann hat xp die Dimension 2n~1 — 1 oder 2n~1 +1. 
a) Ist dimxp = 2"" 1 — 1, so ist 
V) = <-d}Q', 
wobei Q' den reinen Anteil einer (n — 1)-fachen Pfisterform g über k bezeichnet. Weiter 
ist 
t ^ < l , - c } ® ( g ® F ) 
mit geeignetem ceF*. 
b) Ist dimxp = 2n~1 4-1 und x isotrop, so ist xp excellent von der Höhe 2, genauer 
xp^cg±(d} 
mit geeignetem cek* und einer (n—l)-fachen Pfisterform Q über k. Weiter ist 
<p = < 1, cd}® Q mod Jn+ j(fc). 
c) Ist schließlich dimxp = 2n~1 +1 und x anisotrop, so ist xp kein Pfisternachbar. 
Hingegen ist xp®F excellent von der Höhe 2 und Nachbar der Leitform z von q>. 
Genauer ist 
xp®F^cy±(d) 
mit geeignetem ceF* und einer anisotropen (n— 1)-fachen Pfisterform y über F, und 
T^<1 , cd}®y. 
Jedoch gibt es keine Form g über k mit g®F^y. 
Beweis, (i) Die Form z wird durch den Körper F-k(xp) = F(xp®F) zerfällt. Also 
haben wir nach Wahl eines von xp über k dargestellten Elementes a eine Isometrie 
(*) xp®Flrj^az 
mit geeigneter Form r\ über F. Die Form Y\ ist =1=0, weil xp ungerade Dimension hat. 
Somit ist dim ^ 2 " und m^n. 
(ii) Im Falle m = n ist x ähnlich zu einer Pfisterform g, also x = (-d)g, und wir 
erhalten xp = ( — d)g'. Weiter muß rj eindimensional, also rj = ( — d} sein, und wir 
erhalten aus (*) eine Isometrie ax^x®F, also x^g®F. Nach [9, Theorem 9.6] 
bedeutet dies, daß 
cp = Q mod Jn+l(k) 
ist. 
(iii) Sei ab jetzt m = n - 1. Wir betrachten die Form f: = rj±(d} über F , und wir 
folgern aus (*): 
t~ax±(-x)®F. 
X®F hat nach Satz 19 den Grad n- 1, während x den Grad n hat, somit hat ( den 
Grad n - 1 und eine Dimension ^ 2 n _ 1 . Es ist also 
d i m ^ / ^ 2 n - 1 - l . 
Weil auch y> mindestens die Dimension 2 W _ 1 - 1 hat, bleiben für xp nur die 
Möglichkeiten dim xp = 2"~ 1 - 1 und dim xp = 2"" 1 +1. 
a) Sei zunächst dimtp = 2 w ~ 1 - 1 . Dann ist dimx = 2"~ 1 , also x = (~d)g mit 
einer ( n - l)-fachen Pfisterform e über k. Daraus folgt 
\p = {-d)q'. 
Die Form x wird durch den zu F(xp®F) über F äquivalenten Funktionenkörper 
F(g®F) zerfällt. Also ist 
T ^ < l , - c > ® ( e ® F ) 
mit geeignetem ceF*. 
b) Wir betrachten jetzt den Fall dimxp = 2n-1 + l x isotrop. Dann ist 
xp^<x±(dy mit einer Form a der Dimension 2"" 1 und des Grades n - 1 . Es ist also 
oc = cg mit einer ( n - l)-fachen Pfisterform g über k und cek*. Weiter erhalten wir 
xp±dg'^c(Ucdy®g. 
Also ist y; Nachbar der Pfisterform < l , a / > ® g mit Komplementärform dg' und 
somit exzellent von der Höhe 2. Aus (*) folgt andrerseits, daß xp®F Nachbar von x 
ist. Wir erhalten also 
T ^ < 1 , O / > ® £ ® F . 
Aufgrund von [9, Theorem 9.5] bedeutet dies 
cp = <1, of>®£ mod J n + t(fc). 
c) Sei schließlich dimxp = 2n~1 + 1 und * anisotrop. Wie weiter oben festge-
stellt wurde, hat die Forrr^ £ = (rj)±d den Grand n - 1 . Andererseits hat £ die 
Dimension 2n~l. Also ist C = dy mit einer ( n - l)-fachen Pfisterform y über F , somit 
rj^dy'. Wir sehen also, daß xp®F exzellent von der Höhe 2 und Nachbar von x ist. 
Nach [9, Corollary 7.19] ist 
xp®F^cyl(d) 
mit geeignetem ceF*. Weil die rechte Seite ersichtlich Nachbar von < l , cd>®y ist, 
folgt 
T ^ < l , c d > ® y . 
Angenommen, es gibt eine Form g über fc mit g®F^y. Ist a ein von g über k 
dargestelltes Element, so ist auch (ag)®F^y. Indem wir g durch ag ersetzen, 
erreichen wir also, daß g über k das Element 1 darstellt. Nach Satz 19 wirkt F auf 
die 2" _ 1-dimensionale Form g nicht graderhöhend. Somit ist g eine (n— l)-fache 
anisotrope Pfisterform. Wir erhalten nun rj = (dg')®F und dann 
{xp±dg')®F^x. 
Nach Satz 19 wirkt F auf die 2n-dimensionale Form xpldg' nicht graderhöhend. 
Also ist xpldg' ähnlich zu einer n-fachen anisotropen Pfisterform, die dann die 
Gestalt <1 ,#>®£ mit geeignetem gek* haben muß. Wir wählen ein von g' über k 
dargestelltes Element h aus und erhalten 
xp±dg'^dhg®<ih9> = <lQ®<hg>. 
Daraus folgt 
xp^gdg±(d> 
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, daß x anisotrop ist. Es gibt also keine 
Form g über k mit g®F^y. 
Wäre schließlich xp Nachbar einer Pfisterform über k, so könnten wir die am 
Anfang dieses Beweisabschnittes über xp®F angestellte Betrachtung für xp selbst 
wiederholen und erhielten, daß xp das Element d darstellt, x sollte jedoch anisotrop 
sein. Damit ist Satz 21 völlig bewiesen. 
Sei G ein Leitkörper von x m i t zugehöriger Leitform g und Q ein totaler 
generischer Zerfallungskörper von x- Wie früher bezeichne o die Leitform von xp 
über E. In [9, Proposition 5.12] wurde folgendes festgestellt: 
(i) Die Körper Q und S sind über k äquivalent. 
(ii) Es gibt über k eine Stelle A : G - > £ u o o . 
(iii) g hat gute Reduktion bezüglich jeder solchen Stelle X und es ist A+(g)^a. 
Insbesondere hat a den Grad m. 
Satz 22. Der Grad n von q> werde durch E erhöht. Dann mußm^n—1 sein. Im Falle 
m = n-l muß überdies xpe_2 die Dimension 2n~1 4-1 haben. (N.B.: £5 muße^2 sein.) 
Zum Beweis wähle man j^e—2 maximal mit deg(^o®L^) = fi. Der Grad von 
(p®Lj wird durch LJixpj) erhöht. Weiter ist wegen j^e — 2 die Form tp,_L< —d> 
nicht zu einer Pfisterform ähnlich. Aufgrund von Satz 21 ist also m ^ n — 1 und im 
Falle m — n— 1 weiter dim\p.=2 n~ 1 +1. Insbesondere ist j = e—2. 
Satz 23. (i) Erhöht S den Grad n von q>, so ist mg*n. 
(i) Im Falle m = n sind gleichwertig: 
a) deg(<p®S)>n, 
b) ( T ® £ - F ^ T ® £ F , 
c) q>=xmodJn+l(k). 
(iii) Im Falle m = n—l sind gleichwertig: 
a) deg((?®S)>n, 
b) T ® £ - F S < 1 , - c > ® ( < 7 ® £ F ) mit einem Element c + 0 aus EF. 
Beweis. Die Behauptung (i) ist aufgrund von Satz 20 evident, weil S über k zu Q 
äquivalent ist. Der Beweis von a)ob) im Falle m = n und im Falle m = w - 1 ergibt 
sich wie folgt: Wir können S=E(a) wählen. S erhöht genau dann den Grad von <p, 
wenn der Körper 
FE{o) = (FE)(o®FE) 
die Pfisterform T zerfallt. Dies bedeutet, daß er® FE die Form T teilt. Im Falle 
n = m sind schließlich die Implikationen a)oc) evident aufgrund von Satz 20 und 
der Äquivalenz von S und Q über k. 
8. Graderhöhung bei Multiplikation mit Pfisterformen 
Sei wieder q> eine Form über einem Körper k von einem Grad n>0, sei F ein 
Leitkörper von cp und T die zugehörige Leitform. Sei weiter g eine d-fache 
anisotrope Pfisterform über k. Dann ist deg(g®<p)^d+n [9, Proposition 6.9]. 
Ist nun deg{Q®(p)>d+n, so ist sicherlich g®x~0. E S liegt die Frage nahe, ob 
umgekehrt aus # ® T ~ 0 gefolgert werden kann, daß g®<p einen Grad >d + n hat. 
Für d= 1 können wir dies in der Tat beweisen : 
Satz 24. Ist a ein Element aus K* mit < 1 , Ö > ® T ~ 0 , so hat <l,a>®<p mindestens 
den Grad n + 2. 
Beweis. Angenommen, die Form xp: = < 1, a> ® q> habe den Grad n +1. Dann wirkt 
nach Satz 19 der Leitkörper F von <p auf xp nicht graderhöhend. M i t geeignetem 
beF* ist jedoch 
xp®F~b(l,a)®z~0, 
Widerspruch! 
Für d^2 muß unsere Frage leider verneint werden. Wir geben zwei Beispiele: 
a) (p=a®g' mit Pfisterformen oc,g von vorgegebenen Graden n ^ l und d^2. 
Dabei bezeichnet g' wie üblich den reinen Anteil von g {e^<l>±g'}. <p werde als 
anisotrop vorausgesetzt, was sich über geeigneten Körpern leicht einrichten läßt. <p 
ist eine exzellente Form der Höhe 2 mit dem Leitkörper k(q>) und der Leitform 
x=a®k((pl vgl. [9, §7] . Es ist £ ® T ~ 0 . Dennoch ist 
deg(e® q>)=deg(g® a)=d+n. 
b) Z u vorgegebenem n ^ 1 und ungeradem r > 1 sei <p die Form (2"r) x < 1 > über 
einem reellen Körper k. Der Leitkörper F von cp ist unreell, weil schon k(<p) unreell 
ist. Somit gibt es zu der Leitform t = 2 n x <1> über F (vgl. [9, §7]) eine — leicht 
explizit angebbare — natürliche Zahl d, mit <1, l > D ® T ~ 0 . Dennoch ist sogar für 
jedes t 
deg«l, l>'®</>) = r+deg(<p). 
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